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EGZAMIN MATURALNY
Z. MATEMATYKI

Arkusz I1

POZIOM ROZSZERZONY

Czas pracy 150 minut

Instrukeja dla zdajacego

1.

[ I,

10.

Sprawdz, czy arkusz egzaminacyjny zawiera 14 stron
(zadania 12 —21). Ewentualny brak zglo$ przewodniczacemu
zespolu nadzorujacego egzamin.

Rozwiazania zadan i odpowiedzi zamieS¢ w miejscu na to
przeznaczonym.

W  rozwiazaniach zadan przedstaw tok rozumowania
prowadzacy do ostatecznego wyniku.

Pisz czytelnie. Uzywaj dlugopisu/piora tylko z czarnym
tuszem/atramentem.

Nie uzywaj korektora, a blgdne zapisy przekresl.

Pamigtaj, ze zapisy w brudnopisie nie podlegaja ocenie.

Obok kazdego zadania podana jest maksymalna liczba punktow,
ktora mozesz uzyskac za jego poprawne rozwigzanie,

Mozesz korzysta¢ z zestawu wzorow matematycznych, cyrkla
i linijki oraz kalkulatora.

Wypelnij t¢ czgsc karty odpowiedzi, ktora koduje zdajacy.
Nie wpisuj zadnych znakéw w czgsci przeznaczonej dla
egzaminatora.

Na karcie odpowiedzi wpisz swoja datg urodzenia i PESEL.
Zamaluj M pola odpowiadajace cyfrom numeru PESEL. Bledne

zaznaczenie otocz kotkiem @ 1 zaznacz wlasciwe.

Zyczymy powodzenia!

ARKUSZ 11

MAJ
ROK 2006

Zarozwiazanie
wszystkich zadan
mozna otrzymac

lacznie
50 punktow

Wypeknia zdajacy przed
rozpoczeciem pracy

PESEL ZDAJACEGO

KOD
ZDAJACEGO
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2 Egzamin maturalny z matematyki
Arkusz 1T

Zadanie 12. (5 pkr)

Korzystajac z zasady indukcji matematycznej wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n =1

prawdziwy jest wzor: 1-3-(1!)? +2-4-(2!)2 +---+s»1(n+2)(n!)2 Z[(n+1)!]2 ~1.

Sprawdzam, czy wzor jest prawdziwy dla n=1:

L=13-1 P=(2!)" -1

L=P

Zatozenie indukcyjne:

1-3-(1)2 +2-4-(21) +...+n(n+2)(n)> =[(n+ 1)!]2 —1dla n>1.
Teza:

1-3-(1)2 +2-4-(2) 44 n(m+ 2! +(n+D(n+ )|+ D] =[(n+2)1] 1

Dowod:

Korzystam z zalozenia indukcyjnego i otrzymuje

L=[(n+ D] =1+ n+D)(n+3)[(n+D))] =

[+ D] +(n+ D+ 3)[(n+D)] -1.

Wytqczam z pierwszych dwoch sktadnikow wyrazenia wspolny czynnik
[(n+ 1)!]2 przed nawias:

L=[(n+DY -[1+(n+Dn+3)]-1=[(n+ D] -(n* + 4n+4)-1=
[+ D] -(n+2)" -1.

Korzystam z rownosci : (n+1)!(n+2)=(n+2)! i otrzymuje

L=[(n+)(n+2)] ~1=[(n+2))] ~1=P.

wniosek: Z zasady indukcji matematycznej wynika, Ze wzor jest prawdziwy dla

kazdej liczby naturalnej n>1.

) . Nr czynnosci 12.1. | 12.2.| 123.| 124.| 125,
Wypelnia  "Viaks, Ticzba pkt 1 1 1 1 1

i !
egzaminator: Uzyskana liczba pkt
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Egzamin maturalny z matematyki 3
Arkusz 1T

Zadanie 13. (5 pk?)
Sn+6

10(n +1)

Dany jest ciag (a, ), gdzie a, = dla kazdej liczby naturalnej n >1.

a) Zbadaj monotoniczno$é ciagu (a, ).
b) Oblicz lima,.

¢) Podaj najwicksza liczbg a i najmniejsza liczbg b takie, ze dla kazdego n spelniony jest
warunek a <a, <b.

a)

Aby okreslic monotonicznos¢ ciqgu obliczam roznice a,,, —a

Sn+11 Sn+6
n+l _an =
10(n +2)
(5n+11)(n+1)—(
10(n+1)(n+2)
S+ 5n+11n+11-5n> —10n —6n-12
- 10(n +1)(n+2) -
-1
10(n+1)(n+2)

a

10(n+1)
5n+6)(n+2)

-1
10(n+1)(n+2)

<0 dla kazdej liczby naturalnej, zatem ciqg jest malejqcy.

b)

5+E

Sn+6 I Sn+6 n__

1
1m = lim =lim _
n—»cﬂ]_O(n+]_) f}—>0ﬁ10n+10 ”_>m10+E 2

n

c)

Ciqg jest malejqcy, wiec najmniejszq liczbq, ktora spetnia nierownosé¢ a, < b

11
jest pierwszy wyraz tego ciqgu, czyli b= 20’ natomiast najwiekszq liczbq

3 3 - r rr - 3 3 3 1
spetniajqcq nierownosc a < a, jest granica tego ciqgu, czyli a = E

Nr czynnosci 13.1. [ 13.2. [ 13.3. | 134. | 13.5.

Wypelnia  ['vias, liczba pkt 1 1 1 1 1
egzaminator!

Uzyskana liczba pkt
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4 Egzamin maturalny z matematyki
Arkusz 1T

Zadanie 14. (4 pkt)

a) Naszkicuj wykres funkcji y =sin2x w przedziale < 27,27 >.

sin 2x
b) Naszkicuj wykres funkcji y = | , | w przedziale < 2727 >
sin 2x
_ o . o [sin2y]
i zapisz, dla ktorych liczb z tego przedziatu spetniona jest nierownosé e <
sin2x

24

a4

-6+

-7+

b)

o |sin2x|
Wyznaczam dziedzine funkcji y =————:
sin2x
: krx
sin2x # 0 dla x # -

Przeksztatcam wzor funkcji:

B |sin2x| _{ 1 dla sin2x>0

d | dla sin2x<0

sin2x
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Egzamin maturalny z matematyki 5
Arkusz 1T

-

1 dla xe[—er,—P’—jrju[—Jr,—EjU[O,EJU( ,3—;3-]
2 2 2 2

Y =
RY/4 T T RY/4
-1 dla xe|-—,~7|U|l——0|U|—,7|U| —,27
| 2 2 2 2
J;.
2._._
—C Q WS ’} 1( C . -
! | | .\fk
-2x 32 - 2 nf2 T 3ni2 de
O Cr e + C D) C J
o |sin2x]
Odp.: Rozwiqzaniem nierownosci ‘— <0
sin2x

Jest zbior: [—3—?:,—7;?) v, (—E,Oj U [E,ﬂf) U [3_7{527% !
2 2 2 2

Nr czynnosci 14.1. | 14.2. | 14.3.| 14 4.

Wypelnia  "NMaks, liczba pkt 1 1 1 1
egzaminator!

Uzyskana liczba pkt
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6 Egzamin maturalny z matematyki
Arkusz 1T

Zadanie 15. (4 pkt)

Uczniowie dojezdzajacy do szkoly zaobserwowali, ze spOznienie autobusu zalezy od tego,
ktory z trzech kierowcow prowadzi autobus. Przeprowadzili badania statystyczne i obliczyli,
ze w przypadku, gdy autobus prowadzi kierowca A, spdznienie zdarza si¢ w 5% jego kursow,
gdy prowadzi kierowca B w 20% jego kursow, a gdy prowadzi kierowca C w 50% jego
kursow. W ciagu 5-dniowego tygodnia nauki dwa razy prowadzi autobus kierowca A, dwa
razy kierowca B i jeden raz kierowca C. Oblicz prawdopodobienstwo spoznienia sig
szkolnego autobusu w losowo wybrany dzien nauki.

Wprowadzam nastepujqce oznaczenia zdarzen:

A - autobus prowadzi kierowca A,

B - autobus prowadzi kierowca B,

C - autobus prowadzi kierowca C,

S - autobus szkolny spoznia sie,

M - autobus przyjezdza punktualnie.

Zdarzenia A, B, C spetniajq zatozenia twierdzenia o prawdopodobienstwie
catkowitym, wigc:

P(S)=P(S|4)-P(4)+P(S|B)-P(B)+P(5|C)-P(C).

2 1
5 2 5
5
A B C
L/N\e 1 /\s 1/t
20 20 5 5 2 2
S M S M S M
Obliczam prawdopodobiernstwo:
1 2 12 11 1
P(S)=— Z4—- S —m=—,
205 55 25 5
) . Nr czynnofci 15.1. | 15.2. | 15.3. | 154.
“n’_dma' Maks. liczba pkt 1 1 1 1
cgzaminator: Uzyskana liczba pkt
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Egzamin maturalny z matematyki 7
Arkusz 1T

Zadanie 16. (3 pk?)

Obiekty 4 i B leza po dwoch stronach jeziora. W terenie dokonano pomiaréw odpowiednich
katow i ich wyniki przedstawiono na rysunku. Odlegtos¢ migdzy obiektami B i C jest rowna
400 m. Oblicz odlegtos¢ w linii prostej migdzy obiektami 4 i B i podaj wynik, zaokraglajac
go do jednego metra.

A

|«<CAB|=20°. poniewaz suma kqtow w tréjkqcie jest réwna 180°.
Do wyznaczenia szukanej odleglosci stosuje twierdzenie sinusow:

|AB| 400
sin30°  sin20°
Obliczam odleglosc obiektu A od obiektu B:

200 200
sin20° 0,342

Odp.: Odleglos¢ obiektow w linii prostej jest rowna 585 metrow.

|4B| = 584,8

) . Nr czynnosci 16.1. | 16.2.| 16.3.
Wypelnia , [ Miaks. liczba pkt 1 1 1
CEERINIMALONS Uzyskana liczba pkt




Pobrano z arkusze24.pl

8 Egzamin maturalny z matematyki
Arkusz 1T

Zadanie 17. (6 pkt)

Na okrggu o promieniu r opisano trapez rownoramienny ABCD o dluzszej podstawie 4B
cs| 2

1 krotszej CD. Punkt stycznosci S dzieli ramig BC tak, 26|‘S—B|| =3

a) Wyznacz dlugo$¢ ramienia tego trapezu.

b) Oblicz cosinus |{CBD|.

D E C
S
0]
A G F B
Przyjmuje oznaczenia jak na rysunku.
Cs]_2
a) Wykorzystujqc proporcje |SB| = 3 wprowadzam oznaczenia:

|CS|=2x, |SB|=5x, stad |BC|=2x+5x="T7x.

AOSC =AOEC wigc |EC|=|CS|=2x.

|DC|=4x - z wilasnosci trapezu rownoramiennego.

Korzystajqc z wlasnosci czworokqta opisanego na okregu otrzymuje:
|4B|+|CD|=2-|BC|=14x, stqd |AB|=10x.

Z wlasnosci trapezu rownoramiennego wynika, ze |FB|=3x.

Z twierdzenia Pitagorasa dla AFBC otrzymuje:

J10

CF|" +|FB[ =|CB|", czvii (2r)" +(3x)" =(7x)", r* =10x?, stad x = -

7J_ J__

!‘!

wiec |BC|= . |DC|=
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Egzamin maturalny z matematyki 9
Arkusz 1T

b)
Wyznaczam diugosc przekqtnej BD z trojkqta prostokqtnego BDG, w ktorym

7\/_

[GB|=

GB[’ +|G1D\2 =|DB[",

/890

10

Stosujqc twierdzenie cosinusow w trojkqcie BCD otrzymuje:

490, V42 490r* + 400r°
' =

D5 =
100 100

, stqd ‘BD|

r.

\DC|’ =|BC| +|DB[* - 2-|BC|-|DB|- cos|«CBD),

) ) R
10

10 10 10 10

F - COS ‘-:}:CBD|.

61\/_

Odp.: cos|<§: CBD| =

Nr czynnosci 17.1.| 17.2.| 17.3.| 174. | 175. | 17.6.

Wypelnia  "'Naks, Ticzba pkt 1 1 1 1 1 1
egzaminator!

Uzyskana liczba pkt
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10 Egzamin maturalny z matematyki
Arkusz 1T

Zadanie 18. (7 pkt)

Wsrod wszystkich graniastostupéw prawidlowych trojkatnych o objgtosci réwnej 2 m’
istnieje taki, ktorego pole powierzchni catkowitej jest najmniejsze. Wyznacz dlugosci
krawedzi tego graniastostupa.

Wprowadzam nastepujqce oznaczenia:
a — dlugos¢ krawedzi podstawy, h — wysokos¢ graniastostupa.
Dla tak wprowadzonych oznaczen wzory na objetos¢ i pole powierzchni

catkowitej graniastostupa sq nastepujqce:

2 2
aﬁ t('z\/§+3¢::r.h.

h, P=
4 2

a’\3 83
4

h =2 wyznaczam niewiadomq h: h=—-.
a

V:

Z rownania

Po podstawieniu h do wzoru na pole powierzchni catkowitej graniastostupa

otrzymuje funkcje:
2 3
P(a)= d \/5+3a.-8\/':_’ =2 3+16y3 :\/5 a’ +E . ae(0,).
2 3a 2a 2 a
a —8
Obliczam pochodnq funkcji: P'(a) =35 s—, d€ (0, oo).
a

Dla a=2 pochodna funkcji przyjmuje wartosc 0.
P'(a)<0 dla a(0,2) i P(a)20 dla a<{2,%), wiec wpunkcie a =2
funkcja P osiqga minimum i jednoczesnie wartoS¢ najmniejszq, bo funkcja P

w przedziale (0, 2) Jest malejqca i w przedziale (2,00) jest rosnqca.

23
=3

Dla a=2wysokos¢ h =

Odp.: Wymiary graniastostupa o objetosci 2m’, dla ktérego pole powierzchni
243
3

catkowitej jest najmniejsze sq nastepujqce: a=2m, h=——m.

[ Nr czynnosci 18.1. | 18.2.] 183.] 184.] 185.] 18.6. | 18.7.
Wypelnia  ['Niaks, liczba pkt 1 1 1 1 1 1 1

1 '
cgzaminator: Uzyskana liczba pkt
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Egzamin maturalny z matematyki 11
Arkusz 1T

Zadanie 19. (7 pkt)
Nieskonczony ciag geometryczny (aﬂ ) jest zdefiniowany wzorem

rekurencyjnym: a, =2, a,,, = a, -log,(k—2), dla kazdej liczby naturalnej n>1. Wszystkie

n+l

wyrazy tego ciagu sa rozne od zera. Wyznacz wszystkie wartosci parametru & dla ktorych
istnieje suma wszystkich wyrazéw nieskoficzonego ciagu (aﬂ ).

Wyrazenie: log,(k —2) jest okreslone, gdy k—2>0 < k> 2.

Z definicji ciqgu geometrycznego wynika, ze iloraz q =log,(k —2).

g#0 < log,(k—2)=0 czyli k=3.

Aby istniala suma wszystkich wyrazow danego ciqgu geometrycznego, iloraz

ciggu musi spelniaé warunek |g|<1 < |10g2(k — 2)| <1.
Rozwiqzuje nieréownosé: |log2 (k- 2)| <1,

log,(k—2)>-1 i log,(k-2)<1

log, (k-2)> logzé i log,(k—2)<log,2
1.
k—=2>— 1 k-2<2
2
k> 2 i k<4
2
Rozwiqzaniem nierownosci sq liczby rzeczywiste nalezqce do przedziatu (%,4].

Odp.: Suma wszystkich wyrazow danego ciqgu o wszystkich wyrazach roznych

od zera istnieje dla k e [gﬁj U(3,4).

Nr czynnosci 19.1. | 19.2.| 193. ] 194. | 195. | 19.6.

Wypelnia "Mk, liczba pkt 1 1 1 1 2 1
egzaminator!

Uzyskana liczba pkt
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12 Egzamin maturalny z matematyki
Arkusz 1T

Zadanie 20. (4 pkt)

, ~2x7-3x+2
Dane sa funkcje f(x)=3" " i g(x)= [5] )

Oblicz, dla ktorych argumentow x wartosci funkeji f sa wigksze od warto$ci funkeji g.

Warunki zadania sq réwnowazne nieréwnosci: 3° 5% > 34¥ +6x-4,

1 ~2x7-3x+2
2

D (1. x-S

Rozwiqzuje nierownosé: 3* " >[—j

9

—2x7=3x+2

3_»8 —5x S ( 3—2 )

3.?(2—5_1: > 34x2+6x—4

Korzystajqc z monotonicznosci funkcji wyktadniczej otrzymuje nierownosc
FOWROWAZN(:
2 2
X —=5x>4x"+6x—-4
-3x* —11x+4>0

11-13 1 11+13
=13 n+3_

A:169, JCL: 6 5 6

Odp.: Rozwiqzaniem nierownosci jest przedziat: (—4,%)

. Nr ezynnosci 20.1. | 20.2. | 203.| 20.4.
Wypelnia Vg Tiezba pkt 1 1 1 1

inator!
cezamnator Uzyskana liczba pkt




Pobrano z arkusze24.pl

Egzamin maturalny z matematyki 13
Arkusz 1T

Zadanie 21. (5 pk?)
W trakcie badania przebiegu zmiennosci funkcji ustalono, ze funkcja f ma nastgpujace
wlasnosci:

— jej dziedzing jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych,

— f jest funkcja nieparzysta,

— f jest funkcja ciagla

oraz:

f'(x) <0 dla x e(-8,-3),
f'(x)>0 dla xe(-3,-1),
f'(x) <0 dla xe(-1,0),

f'=3)=f(-1)=0,

f(=8)=0,
f(3)=-2,
f(=2)=0,
f=h=1

W prostokatnym uktadzie wspolrzednych na plaszczyznie naszkicuj wykres funkcji f
w przedziale (—8,8), wykorzystujac podane powyzej informacje o jej wlasno$ciach.

Nr czynnosci 21.1. | 21.2.| 21.3.

Wypelnia  Miaks, liczba pkt 1 2 2
egzaminator!

Uzyskana liczba pkt
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