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Klucz punktowania zadan zamknigtych
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Schematy oceniania zadan otwartych

Zadanie 26. (0-2)
2x+1  2x+1

2x x+1

Rozwigz rownanie ,gdzie x#—-11 x#0.

Rozwiazanie
Réwnanie ma sens liczbowy dla kazdej liczby rzeczywistej x#—11 x#0.

I sposob rozwiazania
Przeksztatlcamy rownanie w spos6b rownowazny

2x+1 2x+1=0,

2x x+1
(2x+1)(x +1) - 2x(2x +1) _
2x(x +1) -
2x* +3x+1-4x> -2x _
2x(x+1) -
“2x"+x+1 _
2x(x+1) -
Stad otrzymujemy rownanie kwadratowe
—2x> +x+1=0.
Poniewaz A=1> —4-(=2) -1=9, to rownanie ma dwa rozwiazania

0,

5

xlz—%, x, =1.

Kazda z otrzymanych liczb jest r6ézna od —1 i od 0. Zatem kazda z tych liczb jest
rozwiazaniem naszego rownania.

II sposob rezwiazania
Przedstawiamy rownanie w postaci rownowaznej

1 1
(2x+1)) ———— |=0.
2x x+1
Z wtasnosci iloczynu, otrzymujemy
2x+1=0 lub i—L=O
2x x+1
1

Rozwigzaniem pierwszego z rownan jest liczba x = =i
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Zapiszmy rownanie — — ; =0 w postaci rownowaznej
2x x+1
(x+1)—2x 0
2x(x +1) ’
-x+1
2x(x+1)

Stad x=1.
Kazda z otrzymanych liczb jest r6zna od —1 i od 0. Zatem kazda z tych liczb jest
rozwigzaniem naszego rownania.

II1 sposob rozwiazania
Z wlasnosci proporcji mozemy rownanie zapisa¢ w postaci rownowazne;
(2x+1)(x+1)-2x(2x+1)=0,
(2x+1)(x+1-2x)=0,
(2x+1)(1-x)=0.
Stad
2x+1=01ub 1-x=0,
x= —% lub x=1.

Kazda z otrzymanych liczb jest r6zna od —1 i od 0. Zatem kazda z tych liczb jest
rozwigzaniem naszego rownania,

Schemat punktowania
Zdajacy OtrZYIMUJE ccuccursaninninnsunssaninsianisnnisnssssssasssnssssssasssnsssssssssasssssssasssassssssnssasssssssasssassns 1p.
gdy zapisze réwnanie w postaci
e rownania kwadratowego w postaci uporzadkowanej lub iloczynowej:
-2x*+x+1=0, (2x+1)(1-x)=0

albo
e alternatywy rownan, np.: 2x+1=0 lub i—L= 0
2x x+1
i na tym poprzestanie lub dalej popehia bledy.
Zdajacy OtrZYINUJE .ueeceuierarsinisiansinsssansinisssnssssssssnsesnssssnssssssssnsssnssssnssasssssnsssnssssnsssnassansssasans 2p.
gdy wyznaczy rozwigzania rownania: x, = —% , X, =1,
Uwaga:
fois e . i e A . 2x+1 2x+1 . : .
Jezeli zdajacy podzieli obie strony réwnania 5 = 7 1 nie zapisze, ze 2x+1#0, to
x x+

moze otrzymaé co najwyzej 1 punkt.
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Zadanie 27. (0-2)

Dane sg proste o rownaniach y=x+2 oraz y=-3x+b, ktore przecinajg si¢ w punkcie
lezacym na osi Oy ukladu wspotrzednych. Oblicz pole trojkata, ktorego dwa boki zawieraja
si¢ w danych prostych, a trzeci jest zawarty w osi Ox.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze prosta o rownaniu y =x+2 przecina o§ Oy w punkcie (0,2). Zatem
wspotczynnik b w rownaniu y =-3x+5b jest rowny 2, a wigc druga z prostych ma rownanie
postaci y=-3x+2.

Geometryczng ilustracjg opisanej sytuacji jest trojkat wskazany na wykresie.

2
Podstawa trojkata ma dlugosé 2§ , a jego wysokos¢ jest rowna 2. Zatem pole tego trojkata
jestrowne

=1.

PABCQ

W | oo

.
3

Schemat punktowania
ZdajACy OIZYIMUJE cuveeersenrueiiereraissansansiassnnssnesasssassssssasesasssasssssssssasssasesasssasssssssssasssssssasssasses 1p.
gdy
e zapisze warto$¢ wspofczynnika b w rownaniu prostej y=-3x+b: b=2
albo
e prawidtowo narysuje wykresy obu funkcji i zaznaczy punkt (0, 2).

Zdajacy OtIZYIMUJE .uuceueeereiniiiiiuiineinsisnisiisiesanssasssssssesasesnssssassssnesssesnsssnsssasssssssasasasassnnssns 2 p.

gdy obliczy pole trojkata: % .

Zadanie 28. (0-2)
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nierownos¢
x* 4+t +x2+y? 22(3;:3 +y3).

Rozwigzanie
I sposéb rozwiazania

Zapiszmy nieréwno$é x* + y* +x2+y* > Z(xJ +y ) w postaci rownowazne;
=2 +x*+y* -2y +y* 20,
(xz—.x:)ZJr(yz—y)2 >0.
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Kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest nieujemny, wigc (J‘:2 —x)2 >0 i (y2 —y)2 >0 dla

dowolnych liczb rzeczywistych x i y. Suma dwoch liczb nieujemnych jest nieujemna, wige
otrzymana nierownos¢ jest prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y.

II sposob rozwiazania
Zapiszmy nieréowno$é x* + y* + x>+ > 2(.753 + yj) W postaci rownowazne;j
x =20 +x2+ ' -2y + 7 20,
:ch(x2 —2x+1)+y2(y2 -2y + 1)2 0,
x*(x—1)* + y*(y—1)> 0.

Kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest nieujemny, wiec x° =0, (Je:—l)2 >0, =0
i( y—l)2 >0 dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y. Iloczyn liczb nieujemnych jest
nieujemny, wiec dla dowolnych liczb rzeczywistych x 1 y prawdziwe sg nierownosci
x (.x—l)2 >0 i y'(y —1)2 >0. Suma dwodch liczb nieujemnych jest nieujemna, wigc

otrzymana nierownos¢ jest prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistych x 1 y.

Schemat punktowania
Z/daJACY OLIZYIMUJE .ueeeereerurninrssanesunsssnessnssssnsssassssnsssnssssnsssnssssnsssasssasssasssssssssnsssssnsssassansssassns 1p.

gdy
e zapisze nierdOwno$¢ w postaci (xz—x)2+(y2—y)220 i popeli bledy przy jej

uzasadnianiu, np. przez zapisanie, ze po lewe] stronie sg sktadniki dodatnie
albo
e x*(x—1)+y*(y—1)’ 20 i popemia bledy przy jej uzasadnianiu, np. przez zapisanie,
ze po lewe]j stronie sg skladniki dodatnie
i na tym poprzestanie lub dalej popeinia blgdy.

Z/dajaCy OLFZYIMUJE .uceceeeeeeieiniiieieiaesaieisisissssasssassssns s sss s sssasasssasesssssssasasasasassssssssnassnnssnasns 2 p.
gdy zapisze wyrazenie w postaci sumy nieujemnych skladnikow i sformuluje wniosek.
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Zadanie 29. (0-2)
Dany jest trapez prostokatny ABCD o podstawach AB i CD oraz wysoko$ci AD. Dwusieczna
kata ABC przecina rami¢ AD w punkcie E oraz dwusieczng kata BCD w punkcie F (zobacz
rysunek).

D o

~
E

A V4 B
Wykaz, ze w czworokacie CDEF sumy miar przeciwleglych katow sg sobie réwne.

Rozwigzanie

I sposob rozwigzania

Polproste BF i CF to dwusieczne katow ABC i BCD przy ramieniu BC trapezu ABCD,
Oznaczmy zatem miary tych katow odpowiednio 2¢ 1 2/ jak na rysunku.

D %
- o>

E

A B
Suma miar katow trapezu przy jegoi'amieniu jestrowna 180°,wiec
2+2£=180°,
o+ [=90°.
Suma miar katéw trojkata jest rowna 180°, wiec miara kata BFC jest rtOwna
|«BFC|=180°—(a+ ) =180°-90°=90° .

Stad wynika, ze
|« CFE| =180°—|«BFC|=180°-90°=90° .
Kat CDE jest prosty, gdyz trapez jest prostokatny, wigc suma miar przeciwleglych katow
CDE i CFE czworokata CDEF jest rowna
|« CDE|+|«CFE|=90°+90° =180°.
Suma miar katow czworokata jest rowna 360°, wigc suma miar dwoch pozostalych katow
czworokata CDEF jest rowna
|« DCF|+|«DEF|=360°-180°=180° .

Zatem |« CDE|+|«CFE|=|«DCF|+|«DEF

, co konczy dowdd.
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II sposob rozwiazania
Polproste BF i CF to dwusieczne katow ABC i BCD przy ramieniu BC trapezu ABCD.
Oznaczmy zatem miary tych katéw odpowiednio 2¢¢ i 28 jak na rysunku.

A

Proste ABi CD sa rownolegle, wigc naprzemianlegle katy BGC i DCG sg rowne, czyli

|«BGC|=8.

Zatem trojkat BCG jest rownoramienny. Stad i z rownosci katow CBF 1 GBF wynika z kolei,
ze trojkaty BCF i BFG sa przystajace. Zatem ich katy przy wierzchotku F sg rowne. Sg to

jednak katy przylegle, wigc sa to katy proste. W rezultacie
|« CFE|=180°-|«BFC|=180°-90°=90°.
Dalsza czgs¢ dowodu przebiega tak, jak w I sposobie.

Schemat punktowania I i Il sposobu rozwigzania

Z/dajacy OFZYIMUJE ..ceeeiereieiceiiieneiaiseiiisisissssssesnsessssssssasasssasesssasssasasasssnssssssssnasasasssasanns

gdy wyznaczy miarg kata BFC: 90° 1 na tym poprzestanie lub dalej popelnia bledy.

Z/dajacy OtFZYMUJE ..ccceeieveieiieiiiiciaiseiiisisissssssesssessssssssasasssasessssssnasasasssnsessssssnasasasssasanes

gdy przeprowadzi pelny dowod.

I11 sposob rozwiazania
Polproste BF i CF to dwusieczne katow ABC i BCD przy ramieniu BC trapezu ABCD.
Oznaczmy zatem miary tych kgtéw odpowiednio 2 i 25 jak na rysunku.

=/

A 7 "B
Trojkat ABE jest prostokatny, wigc |4:BEA| =90°—¢. Zatem
|«DEF|=180°—|«BEA|=180°-(90° - ) =90°+ o .

Suma miar przeciwleglych katow DEF 1 DCF w czworokacie CDEF jest zatem ré6wna
(1) |«<DEF|+|<DCF|=(90°+a)+ B=90°+a+ .
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Kat CFE jest katem zewngtrznym trojkata CBF, wigc
|«<CFE|=a+8.
Kat EDC jest prosty, gdyz trapez jest prostokatny, wigc suma miar przeciwleglych katow
CDE i CFE czworokata CDEF jest rowna
|«CDE|+|«CFE|=90°+a+ 8 .

Stad i z (1) otrzymujemy |«DEF|+|«<DCF|=|«CDE|+|«CFE|. To kofczy dowod.

Schemat punktowania III sposobu rozwigazania
Zdajacy otrzymuje ................................................... 1p.
gdy wyznaczy miary katow przy wierzchotkach E i F czworokata CDEF w zalezno$ci od

aif: I{AEBl =90°-«, |«3:CFE| =a+ [ 1inatym poprzestanie lub dalej popetnia biedy.

Z/dajacy OrZYIMUJE ..cceeeeveieiniiieieiaeseisieniiisnssasssnsesnsssssssassssasssasesasasssssasasssassssssssnassnnssnnsns 2 p.
gdy przeprowadzi pelny dowaod.

Zadanie 30. (0-4)
W trojkacie ABC dane sa dhugosci bokow |AB‘—15 1 ‘AC‘—IZ oraz coso:— , gdzie
a=<xBAC . Na bokach 4B i AC tego trojkata obrano punkty odpowiednio D i E takle, ze
|BD|=2|4D| i |AE|=2|CE| (zobacz rysunck).

C

Oblicz pole
a) trojkata ADE.
b) czworokata BCED.

Rozwigzanie I sposob
Poniewaz |BD|=2|4D| i |AE|=2|CE| oraz |4B|=15 i |AC|=12, wigc
|4D| =1|AB| =1 1525 oz \AE|=3\AC\=3-12=8.
3 3 3 3

Z jedynki trygonometrycznej otrzymujemy

sinax=+1-cos’ & =,J1—(%)2 = }1—% =2
Zatem pole trojkata ABC jest rowne

1 , 1 3

P =5-\AB|-|AC|-sma=5-15-12-§=54,

a pole trojkata ADE jest rtowne

Py = |AD\ |4E|-sinar=—-5- 8%:12.

mln—-
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Zatem pole czworokata BCDE jest rowne

Poere =Pipe = Pypp

Rozwiazanie 11 sposob

=54-12=42.
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Poprowadzmy wysokos¢ CF trojkata ABC oraz wysokos¢ EG trojkata ADE jak na rysunku.

c
E
h
P
o

4 D G F

Z tréjkata prostokgtnego AFC otrzymujemy

coso =@ czylii =@
lac|” 75 127
48
Stad |4F| = =

Z twierdzenia Pitagorasa natomiast
|4c|’ =|4F| +|cF

2
122 =[%] +h.

2
B

Stad h=,/122—(%)1=T6.

Pole trojkata ABC jest zatem rowne
1 36

P =%-‘AB|-h=E-15-?=54.

Trojkaty AFC i AGE sa podobne, gdyz oba s prostokatne i majg wspolny kat ostry przy

wierzcholu 4. Zatem
|EG| _ |4E]|
ICF| |ac|’

Poniewaz |4E|=2|CE

£=%|AC|=3
3% Jac| 3
2 36 24

, wigc |AE| = %|AC|. Otrzymujemy zatem

Stad p === Skoro |BD|=2|4D| i |4B|=15,t0 |AD|=%‘AB|=%-15=5.P013

trojkata ADE jest zatem rowne
1 24
P,, =5-|AD\-p=

1528
275

Zatem pole czworokata BCDE jest rowne

Pyepe = Pype = Pypp =54-12=42.
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Uwaga:
Pole trojkgta ADE mozemy tez obliczy¢ inaczej. Poprowadzmy wysokos¢ tego trojkata
z wierzchotka D.

C

=

(24
A D F B

Poniewaz |BD|=2|4D| i [4B| =15, wigc |AD|= %‘AB| =%-15 =5.

Z trojkata prostokgtnego ADM otrzymujemy

cos = ‘AM‘ czyli 4 = M
|4D|’ 5 5

Stad |AM | =4 . Zatem z twierdzenia Pitagorasa dla tego trojkata

q =,/|AD|2—\AM|Z =52-4>=3,

Skoro [4E|=2|EC| i |AC|=12, to |AE|=§|AC|=§-12=8. Pole trojkata ADE jest zatem

rowne

1 1
gDE=E-|AE\-q=5-8-3=12.

Schemat punktowania I i Il sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIZATA cueererianiaianniaienaininsasisiasistaeissisisnsssesasassasasenssssesasnsssasasasasasssssnssnsssnsnsesnsassenssnnsns 1p.
Zdajacy

e obliczy sinus kata BAC: sina =
albo

e dlugos¢ jednego z odcinkéw 4D, AE: |AD|=5, |4E|=8
i na tym poprzestanie lub dalej popehia bledy.

th|d

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSteP ....ccuueereiiieisieesseeesncceisiessssesssaesnssssnsssanssnnens 2p.
Zdajacy obliczy

e pole trojkata ABC: P, =54
albo

o obliczy sinai dlugosci obu odcinkéw AD i AE: sina =3, |4D|=5,
albo

AE|=8,
O _ 24
e wysokos¢ trojkata ADE opuszczong z wierzchotka E: p = 5

albo
e wysokosc trojkata ADE opuszczong z wierzchotka D: g =3.
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Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.........ccocvnninmnninisnnnisnnnnssssssens 3p.
Zdajacy obliczy pole trojkata ADE: P, =12.
ROZWIgZanie PelNe ... s s s 4 p.

Zdajacy obliczy pole czworokata BCDE: Py, =42 .

Uwaga:

Jezeli zdajacy rozwiazuje zadanie z wykorzystaniem faktu, ze rozwazany trojkat jest
prostokatny i nie przedstawia uzasadnienia tego faktu, to moze otrzyma¢ maksymalng liczbe
punktoéw za cale rozwiazanie.

Zadanie 31. (0-5)
Dany jest ciag arytmetyczny (an) okreslony dla kazdej liczby naturalnej n>1, w ktérym

a,+a,+a,+a,=2016 oraz a,+a,+a,+..+a,=2016. Oblicz pierwszy wyraz, roznice
oraz najmniejszy dodatni wyraz ciagu (a, ).

Rozwiazanie
Rozwigzanie zadania sktada si¢ z dwoch etapow. Pierwszy polega na obliczeniu pierwszego
wyrazu 1 roznicy ciggu (an ) Drugi etap polega na wyznaczeniu najmniejszego dodatniego

wyrazu tego ciagu.
I spos6b rozwigzania I etapu
Z warunkow zadania wynika, ze a, +a, +a, +a, =2016 i a, +a, +...+a, =2016.

Ze wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego otrzymujemy
a,+(a,+r)+(a, +2r)+(a, +37)=2016 i (a,+4r)+(a, +57)+...+(a, +11r)=2016,
4a, +6r =2016 i 8a,+60r =2016,
2a,+3r=1008 i 2a, +15r =504 .
Odejmujac stronami rownania, otrzymujemy
12r =-504,
r=-42.
Zatem 2a, +3-(—42)=1008, wigc a, =504 +3-21=567.

II sposob rozwiazania I etapu
Z warunkow zadania wynika, ze a, +a, +a, +a, =2016 i a, +a, +...+a, =2016.

Ze wzoru na n-ty wyraz ciggu atrytmetycznego otrzymujemy
a, +(a,+r)+(a,+2r)+(a,+3r)=2016,

4a,+6r=2016,
2a,+3r=1008.
Zauwazmy, ze lewa strona rownania a, +a, +...+a,, =2016 jest sumg o§miu wyrazéw ciagu
arytmetycznego (as,as,a?,...,au) 0 réznicy r. Ze wzoru na sumg n-poczatkowych wyrazow
ciggu arytmetycznego, otrzymujemy
% .8=2016,

a, +a,=504.
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Stad i ze wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego otrzymujemy
a +4r+a +11r =504,

2a,+15r =504 .
Po rozwigzaniu otrzymanego uktadu rownan otrzymujemy a, =567 i r=-42.

IIT sposob rozwiazania I etapu
Z warunkow zadania wynika, ze a, +a, +a, +a, =2016 i a, +a, +...+a, =2016.
Zauwazmy, ze sumujgc te rownania stronami, otrzymujemy «, +a, +...+a;, =4032.,
Otrzymalismy w ten sposob ukltad rownan
§,=2016 1 S, =4032,
ktoéry, korzystajac ze wzoru na sume n-poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego,
mozemy zapisa¢ w postaci
41% 420161 L% 1024032,
2 2
a,+a,=1008 1 a,+a, =672,
Ze wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego otrzymujemy
a,+(a, +3r)=1008 i a, +(a, +11r)= 672,

2a, +3r=1008 i 2a,+11r=672.

Po rozwigzaniu otrzymanego uktadu rownan otrzymujemy «, =567 i r=—42.

IV sposob rozwiazania I etapu
Z warunkow zadania wynika, ze a, +a,+a, +a, =2016 i a, +a, +...+ aq, =2016.
Zauwazmy, ze
a;+ag+...+a,=(a,+a,+..+a,)—(a,+a,+a,+a,),
czyli
a+ag+..+a,=58,-85,.
Otrzymalismy w ten sposob uktad rownan
S,=20161S,-S,=2016,
ktory, korzystajac ze wzoru na sume¢ n-poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego,
mozemy zapisa¢ w postaci

%-4:20161 Gty 1y G4

T4 422016,
2

a,+a,=1008 i 6a, +6a,—2a —2a, =2016.
a,+a, =1008 i 4a,—2a, +6a, =2016.

Ze wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego otrzymujemy
a,+(a,+3r)=1008 i 4a,—2(a, +3r)+6(a, +11r)=2016,

2a, +3r=1008 i 8a,+60r =2016,
2a,+3r=1008 i 2a,+15r =504 .
Po rozwigzaniu otrzymanego uktadu rownan otrzymujemy a, =567 i r=—42.

Rozwigzanie II etapu
Ciag (a,) jest wigc opisany wzorem ogdlnym a, =567+ (n—-1)-(—42)=609-42n dla n>1.
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Wyznaczmy numery wszystkich dodatnich wyrazow ciagu.
a >0,
609—-42n>0,
60
n< 209 = 141.
42 2
Poniewaz r =—42 <0, wicc ciag (a, ) jest malejacy. Wynika stad, ze najmniejszym dodatim
wyrazem ciagu jest a, =609-42-14 =21,
Uwaga:
Najmniejszy dodatni wyraz ciagu (an ) mozemy tez wyznaczy¢ w inny sposob. Poniewaz
r=-42<0, wigc ciag (a,) jest malejacy. Zauwazmy, ze jednym z wyrazéw ciagu (a,) jest
567—-14-42=21, anastgpnym 21-42=-21<0. Stad wynika, Ze najmniejszy dodatni wyraz
ciggu to 21.

Schemat punktowania
Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
LT A B V) 1 R 1p.
Zdajacy zastosuje
e wzOr na sume¢ n-poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego i zapisze jedno
z rownan wynikajgcych z tresci zadania:

%-hzom, 4a, +6r=2016, %'8”0161 84, +60r=2016,

a, +a12

12 =4032

albo
e wzOr na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego i wyznaczy jeden z wyrazow a, dla n>1
w zaleznosciod @, i, np. a, =a,+r
i na tym poprzestanie lub dalej popehnia biedy.
Uwaga
Jezeli zdajacy zapisze, ze S, =4032, to otrzymuje 1 punkt.
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP ...cccevvernirinininnssunnsnisinnsinssssnsssnisssnsssnsssansssanns 2p.
Zdajacy zapisze dwa rownania wynikajace z podanych sum wyrazéw ciagu i wyznaczy jeden
zwyrazow a, dla n>1 w zalezno$ci od @, ir, np.:

+ +
a 2“’4 4=2016 i%-hzom ia,=a+3r.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.......ccvvcversnsesseniesseniessniessssssssussessassssinssannns 3p.
Zdajacy zapisze uklad dwoch réownan z dwiema niewiadomymi pozwalajacy obliczyé
plerwszy wyraz 1 roznice¢ ciggu (an ) ,np..

a,+a +3r_4_2016 ; a,+4r+a +11r 822016
Rozwigzanie prawie pelne ........ccccvininiiiiniinnnnnnniniinsssissssssmmsmm. 4 p.
Zdajacy
e obliczy pierwszy wyraz i réznice ciagu (a,): a, =567, r=-42
albo

e obliczy pierwszy wyraz, roznice i najmniejszy dodatni wyraz ciagu (a, ), popelniajac
po drodze bledy rachunkowe.
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ROZWIgzanie PelNe ....uiciniiiiiniiiniiiiniiiisssisissssiesisissmssimssisissmsssas 5p.

Zdajacy obliczy pierwszy wyraz, réznice oraz najmniejszy dodatni wyraz ciagu (a, ):

a,=567,r=-42, a,=21.

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy blednie zinterpretuje tres¢ zadania przyjmujac, ze a, +a, +...+a,, jest suma
12 poczatkowych wyrazéw ciggu, to moze otrzymac co najwyzej 1 punkt.

2. Jezeli zdajacy zauwazy, ze a,+a,+..+a, jest sumg 8 wyrazow ciagu, ale zapisze

L o 2aHE-l)r . , o N
biednie, Ze jest ona réwna ————-8, to moze otrzymac za cale rozwigzanie co najwyzej

3 punkty.
3. Jezeli zdajacy zapisze, ze a,+a,+...+a,, jest suma 7 wyrazow ciagu i konsekwentnie

2a.HT-1)r
zapisze t¢ sum¢ w postaci # -7 , to moze otrzymac za cale rozwigzanie co najwyzej

3 punkty.

Zadanie 32. (0-4)
Dany jest stozek o objetosci 8m, w ktorym stosunek wysokosci do promienia podstawy jest
rowny 3:8, Oblicz pole powierzchni bocznej tego stozka,

Rozwiazanie
Niech 7, h il oznaczaja odpowiednio promieni podstawy, wysoko$¢ i tworzacg danego stozka.

Objetos¢ stozka jest rowna
y=1 wrh
3
Stad
1
Sn=—mr’h,
3
r’h=24

. . . 3 3
Z tresci zadania wynika, ze i =3 skad A= gr .
r

Otrzymujemy roéwnanie

r2-§r=24,
8
=64,
r=4,

TS 1N P |
Zatem h—S 4—2.
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Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata BSO otrzymujemy
rr+hr=1%,

z=m=,¢42+(g)z =\/3§=@.

Pole powierzchni catkowitej stozka jest rowne
B, =ml=n-4-%:2\/ﬁn

Schemat punktowania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

LAY B V1 1 TP 1p.
Zdajacy zapisze zalezno$¢ miedzy wysokoscig i promieniem podstawy stozka
e wynikajaca z podanego stosunku, np.: ﬁ =§
r
albo

e wynikajaca z podanej objetosci: r°h =24
i na tym poprzestanie lub dalej popehia bledy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny POSteP ..ccceueeeeiiieisienseessniceisiensssesssaessssssnsssnaesnnens 2p.

Zdajacy zapisze rownanie z jedng niewiadoma, np.: r* %r =24.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zZadania........eeececececeeceec e 3p.

Zdajacy obliczy promien podstawy lub wysokosé stozka: r =4, h=

ro | w2

RoZWigzanie PelNe .u.cuiciininiiiennininiininnineiiicnensnissisissssninsiesisismsssssssississsnsssassssasens 4 p.

Zdajacy obliczy pole powierzchni bocznej danego stozka: B, = 2NT3w.

Zadanie 33. (0-4)

Rejsowy samolot z Warszawy do Rzymu przelatuje nad Austriag kazdorazowo tg samg trasg
z taka sama zaktadang predkoscia przelotowa. We wtorek jego $rednia predkos¢ byla o 10%
wigksza niz predko$é przelotowa, a w czwartek Srednia predkosé byta o 10% mniejsza od
zaktadanej predkosci przelotowej. Czas przelotu nad Austria w czwartek roznit si¢ od
wtorkowego o 12 minut. Jak dtugo trwal przelot tego samolotu nad Austrig we wtorek?

Rozwiazanie
Oznaczmy przez v pr¢dkos¢, z jaka zwykle leci samolot na tej trasie, przez s oznaczmy
dtugosc trasy, gdy samolot znajduje si¢ nad terytorium Austrii, a przez { oznaczmy czas
przelotu we wtorek. Zatem predkosé¢, z jaka samolot lecial we wtorek byta réwna 1 1v,
a predkosc, z jaka samolot leciat w czwartek byla rowna 0,9v . Czas przelotu w czwartek byt
réwny t+12 minut. Zatem
Llv-t=s oraz 0,9v-(r+12)=s.
Stad
Llv-1=0,9v-(z+12),
11t =9(t+12),
2t=9:12,
t=9-6=54,

Strona 15z 16



Pobrano z arkusze24.pl

Odpowiedz: Czas, w jakim samolot przelatywal we wtorek nad Austrig byl rowny 54 minuty.

Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

LRV AYG B V) 1 P 1p.
Zdajacy zapisze jedno z rownan opisujgcych zaleznosé¢ predkosci i czasu przelotu nad Austria,
np.: Llv-t=s lub 0,9v-(r+12)=

Rozquame, W Ktorym jest istotny Postep .....cccecvveiicenicinnicinnicisncciennscssssssssnasessnsessensenns 2p.
Zdajacy zapisze oba rownania pozwalajace obliczy¢ czas przelotu nad Austrig we wtorek lub

w czwartek, np.: L,1v-£=0,9v-(¢+12).

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.........eeececececcecseccee s 3p.
Zdajacy zapisze rownanie z jedng niewiadoma ¢, np.: 117 =9(¢+12).

ROZWIQZaANIe PEINE .. sn e e 4 p.
Zdajacy wyznaczy czas przelotu: 54 minuty (lub 0,9 godziny).

Uwaga:

Jezeli zdajacy stosuje bledny model, np. przyjmuje, Zze wzrostowi predkosci o 10%
odpowiada skrocenie czasu o 10% albo przyjmuje, ze wzrostowi predkosSci odpowiada
wydtuzenie czasu, to za cale rozwigzanie otrzymuje 0 punktéw.
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